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题目 22.

解泊松方程的第一类边值问题
∇2u = −f(x, y, z) (r < R)

u|r=R = g(x, y, z)

并试说明方程的电磁学意义.

题目 21 的参考答案.

这个问题对应的电磁学问题是求解自由电荷密度为 ε0f(x, y, z) 的电荷

在上半平面产生的电势, 其中电势在 z = 0 平面满足边界条件 ϕ = g(x, y).

对应的格林函数满足的边值问题为
∇2G = −δ(r − r0)

G|z=0 = 0

见题目 20 的答案, 解为

G = 1
4π

1√
(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

− 1
4π

1√
(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

1



2

对于上半空间, 其边界 ∂Ω 是 z0 = 0 平面, 外法线 n0 的方向为 z0 轴负方

向, 故

∂G

∂n0

∣∣∣∣∣
∂Ω

= − ∂G

∂z0

∣∣∣∣∣
z0=0

= 1
4π

(
z − z0

[(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2]3/2 + z + z0

[(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2]3/2

) ∣∣∣∣∣
z0=0

= − 1
2π

z

[(x − x0)2 + (y − y0)2 + z2]3/2

将其代入公式

u(r) =
∫∫∫

Ω
G(r, r0)f(r0)dV0 −

∫∫
∂Ω

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dS0

的二维形式, 得

u(r) = 1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

z

[(x − x0)2 + (y − y0)2 + z2]3/2 dx0dy0

+ 1
4π

∫ ∞

x0=−∞

∫ ∞

y0=−∞

∫ ∞

z0=0
f(x0, y0, z0) 1√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
− 1√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

 dx0dy0dz0

这就是该问题的解. 当自由电荷密度为 0 时, 该方程约化为拉普拉斯方程,

解约化为

u(r) = 1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

z

[(x − x0)2 + (y − y0)2 + z2]3/2 dx0dy0


